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巴特沃思小波在表面形貌信号分离中的应用
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摘要：为了快速准确地分析工程表面，提出了一种基于巴特沃思小波的滤波方法。首先，讨论了小波滤波器的低通幅度传

输特性，并以此作为选择适合表面形貌分析小波滤波器的依据。然后，介绍了巴特沃思小波滤波器的构造原理，并给出了

它的快速实现算法；综合其优良的传输特性和高效的实现算法，以巴特沃思小波作为表面分析的滤波器，对实际表面轮廓

进行了多层分解。最后，利用巴特沃思小波建立了表面轮廓评定的基准线，并给出了确定小波分解层数的方法。实验结果

表明，巴特沃思小波能够快速准确地实现表面轮廓的多尺度分析，稳定可靠地提取表面中线；在普通计算机上提取１１２００

点数据表面中线仅耗时６０ｍｓ，利用该中线计算所得犚ａ值相对误差仅比利用高斯中线所得犚ａ值相对误差大０．１２％。
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１　引　言

　　在表面形貌评价理论中，表面轮廓被分离成

长波、中波、短波，分别代表形状、波纹和粗糙度。

在这一过程中，滤波器尤其是数字滤波器是主要

分离手段［１］，ＩＳＯ１１５６２已明确推荐高斯滤波器

作为表面轮廓长短波分离滤波器的国际标准［２４］。

工程表面一般由多种工艺加工形成，而每种加工

工艺都有独特的纹理频带（波长），在实际工作中，

需要通过滤波方法将不同的频带（波长）成分提取

出来，以便进行质量分析，并以此监控加工过程。

此时，高斯滤波器有限的多尺度分析能力使其不

再适用，而小波滤波器作为一种多尺度、多分辨率

的分析工具备受关注。小波滤波器具有良好的时

频局域化特性，能够在不同尺度上分离和提取各

种表面元素，对于高频信息，可将时间窗口调小，

从而给出较好的精度；对于低频信息，可将时间窗

口变大，从而给出完全信息。因为具有这种类似

于调焦距的伸缩能力，小波滤波器又被称为数学

显微镜［５６］。

将小波滤波器应用于表面形貌分析是表面

测量领域研究的一个热点方向，但就目前的情况

来说，表面小波滤波技术还存在许多问题。首先，

小波滤波器本质上仍然具有滤波器的性质，在众

多的小波基中，如何选择适合于表面形貌分析的

小波滤波器，是第一个需要解决的问题。其次，小

波滤波器是一种二分滤波器，通常需要多层分解

和重构才能达到滤波分析目的。单层分解重构的

速度影响并不明显，但多层分解重构的速度与传

统的高斯滤波器比较要慢很多，因此其计算速度

急需进一步提高。再次，利用小波滤波器也可建

立表面轮廓基准线，其基准线的获取决定于分解

层数，而如何确定分解层数又是一个关键问题。

为了解决以上问题，本文提出了以巴特沃思

（Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ）小波为滤波工具的工程表面分析

方法。巴特沃思小波具有优秀的幅度传输特性和

快速的实现算法，完全能够满足小波滤波器在表

面测量领域的应用要求。

２　小波滤波器

　　在研究传统表面形貌滤波器时，评价该滤波

器是否适合于表面形貌测量主要根据４个条件：

第一，零相移，不产生相位失真；第二，幅度传输特

性尽量与国际标准高斯滤波器接近且截止特性平

滑；第三，要尽量抑制边缘效应的影响；第四，较高

的计算效率。这４个评价条件也可以用在小波滤

波器的选择上［７］。

２．１　小波滤波器的幅度传输特性

过去的很多文献中均简单地认为小波滤波器

的低通幅频特性就是分解低通函数的幅频特性，

这是不可取的。实际上，小波滤波器的低通幅频

特性取决于分解低通函数幅频特性与重构低通函

数幅频特性的乘积，这可以用多分辨率滤波器组

的结构组成来证明。图１是双通道多采样率滤波

器组分解与重构过程中的典型环节［８］。其中

狔（犽）是离散输入信号，狊（犽）是离散重构信号，设

狔（犽）和狊（犽）的犣变换为犢（狕）犛（狕）；犎０（狕）犎１（狕）

分别是分解低通滤波器犺０（犽）和分解高通滤波器

犺１（犽）的犣变换；犌０（狕）犌１（狕）分别是重构低通滤

波器犵０（犽）和重构高通滤波器犵１（犽）的犣变换。

图１　小波滤波器组

Ｆｉｇ．１　Ｆｉｌｔｅｒｂａｎｋｏｆｗａｖｅｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍ

如图１所示，双通道滤波器组的系统函数为

犛（狕）＝犛０（狕）＋犛１（狕）＝
１

２
［犎０（狕）犌０（狕）＋犎１（狕）

犌１（狕）］犢（狕）＋
１

２
［犎０（－狕）犌０（狕）＋犎１

（－狕）犌１（狕）］犢（－狕）． （１）

根据完美重构条件（ＰＲ条件），有

犎０（－狕）犌０（狕）＋犎１（－狕）犌１（狕）＝０， （２）

则

犛（狕）＝犛０（狕）＋犛１（狕）＝

１

２
［犎０（狕）犌０（狕）＋犎１（狕）犌１（狕）］犢（狕），

（３）

从式（３）中可以看出，低通滤波输出为

犛０（狕）＝
１

２
犎０（狕）犌０（狕）犢（狕）， （４）

因此，得到低通滤波器的传输特性为

犜（狕）＝
１

２
犎０（狕）犌０（狕）． （５）
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在众多小波基中，最常用的小波基是 Ｄａｕ

ｂｅｃｈｉｅｓ小波和双正交样条小波，其中，Ｄａｕ

ｂｅｃｈｉｅｓ小波滤波器具有平滑的截止特性，但它们

的相频特性却是非线性的，非线性相频特性会扭

曲表面滤波结果，所以不适合用于表面形貌测量。

双正交样条与Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波不同，它的构造原

理决定了它是零相移滤波器，其中ｂｉｏｒ６．８不但

具有平滑的截止特性，而且其低通幅频特性接近

于水平，没有过冲，因此从传输特性上讲，ｂｉｏｒ６．８

比较适合于表面形貌测量［９］。但是由于卷积算法

的限制，样条小波变换的实现速度通常都比较慢，

如果需要实现多层分解重构时，计算效率将是一

个必须考虑的问题。

２．２　巴特沃思小波

下面简要介绍一下 Ａｖｅｒｂｕｃｈ提出的巴特沃

思小波，详细内容可参阅文献［１０１１］。

对于一给定序列狔（犽）犽∈犖，用犱（犽）表示

狔（犽）奇序列，犲（犽）表示狔（犽）偶序列。利用２狀阶

离散犅 样条函数对犲（犽）插值，同时设σ（犽）是离散

犅样条在节点中点的值，就可以得到如下关系式：

σ（狕
２）＝狕犝（狕）犲（狕２）， （６）

其中：

犝（狕）＝
（１＋狕－１）２狀－（－１）狀（１－狕－１）２狀

（１＋狕－１）２狀＋（－１）狀（１－狕－１）２狀
．（７）

分析式（６）和（７）可知，它们实际上实现了小

波提升算法的预测过程，其中σ（犽）就是利用犲（犽）

对犱（犽）的预测。小波提升算法是由Ｓｗｅｌｄｅｎｓ提

出的，它的分解过程一般包含３个计算步骤：分

裂、预测、提升［１２１３］。巴特沃思小波的构造和变

换过程借鉴了提升小波的模式：

首先，将狔（犽）按奇偶抽取成犱（犽）和犲（犽）两

个子序列，即分裂。接着，利用式（６）完成对犱（犽）

的预测，重新定义奇序列犱狌 为原奇序列与预测值

之间的差值，则

犱狌（狕２）＝犱（狕２）－狕犝（狕）犲（狕２）． （８）

最后，更新偶序列犲狌，完成提升过程：

犲狌（狕２）＝犲（狕２）＋
犝（狕）狕－１

２
犱狌（狕２）． （９）

提升过程是利用更新过程消除因原始数据抽

取而产生的混迭失真。客观上，这一步也就是低

通滤波。

重构过程是分解过程的逆过程，可以用犲狌 和

犱狌 重构原始信号狔（犽）。

参考多分辨率分析方法，定义分解与重构滤

波器组如下：

犎１（狕）＝狕［１－犝（狕）］　犎０（狕）＝１＋
犝（狕）

２
狕－１犎１（狕）

犌０（狕）＝１＋犝（狕）　犌１（狕）＝狕
－１［１－

犝（狕）

２
犌０（狕

烅

烄

烆
）］

．

（１０）

于是，双通道分解过程可以写成：

犲狌（狕２）＝
１

２
（犎０（狕）犢（狕）＋犎０（－狕）犢（－狕）），

（１１）

犱狌（狕２）＝
１

２
（犎１（狕）犢（狕）＋犎１（－狕）犢（－狕）），

（１２）

其中：犲狌（狕２）与犱狌（狕２）分别对应着分解低通和高

通信号，而信号重构过程则可以写成：

犢（狕）＝犌０（狕）犲
狌（狕２）＋犌１（狕）犱

狌（狕２）．（１３）

需要说明的是，小波的重构低通滤波器犌０

就等于巴特沃思的幅度平方函数，所以这种小波

也被称为巴特沃思小波。

巴特沃思小波满足双正交条件：

犌０（狕）＝－狕
－１犎１（－狕）

犌１（狕）＝＋狕
－１犎０（－狕

烅
烄

烆 ）
． （１４）

进而满足ＰＲ条件，即

犌０（狕）犎０（狕）＋犌１（狕）犎１（狕）＝２

犌０（狕）犎０（－狕）＋犌１（狕）犎１（－狕）＝
｛ ０

．

（１５）

它的小波函数和尺度函数都是中心对称，因此，分

解和重构滤波器都具有零相移特性。

参考式（８），设犉狀（狕
２）＝狕犝（狕），则

犱狌（狕２）＝犱（狕２）－犉狀（狕
２）犲（狕２）， （１６）

当狀＝１时，犉１（狕）＝（１＋狕）／２，它是一个ＦＩＲ滤

波器，值得注意的是，一阶巴特沃思小波就是

ｂｉｏｒ２．２滤波器。当狀＝２时，犉２（狕）是一个ＩＩＲ滤

波器，可以用下面两步递归算法实现［１１］：

　
狑狕（犽）＝４α

２
狔（犽）－α

２狑狕（犽－１）

狊（犽）＝狑狕（犽）＋狑狕（犽＋１）－α
２狊（犽＋１｛ ）

，（１７）

式中：α
２＝ 槡３－２ ２，狑狕（犽）是中间过程序列。同

理，更高阶巴特沃思小波变换一样可以用这种递

归算法实现。

对于二阶巴特沃思小波，图２给出了它的分

解低通滤波器和重构低通滤波器的幅度传输特

性，可以看到巴特沃思小波的分解低通滤波器的

幅度传输特性是含有过冲的，但如式（５）计算后的
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低通滤波器就不再含有过冲，且其低通幅度传输

特性接近水平直线，如图３所示。事实上，二阶巴

特沃思小波的低通传输特性与ｂｉｏｒ６．８低通传输

特性重合，二者偏差仅有０．３７％。综合考虑幅度

传输特性、零相移特性和计算效率，巴特沃思小波

无疑是一个优秀的可应用于表面形貌测量的小波

滤波器。

图２　二阶巴特沃思小波犎０（狕）和犌０（狕）幅度传输特性

Ｆｉｇ．２　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｆｏｒ

犎０（狕）ａｎｄ犌０（狕）ｏｆＢｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈｗａｖｅｌｅｔｉｎ

ｏｒｄｅｒ狀＝２

图３　低通滤波器幅度传输特性

Ｆｉｇ．３　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｌｏｗ

ｐａｓｓｆｉｌｔｅｒｓ

３　巴特沃思小波分析工程表面

　　小波变换本质上是一滤波过程，但它优于传

统的数字滤波方法。与传统数字滤波器的单一截

止频率相比，小波滤波器具有更大的自由度，利用

多分辨率分析思想，可实现多层分解，更详细地反

映表面信息。很多情况下，小波滤波器被用来分

析表面轮廓组成，以进行缺陷检测和监控生产流

程［１４］。

如前所述，小波滤波器的滤波器效果决定于

其幅度传输特性，但其又有特殊性，小波滤波器是

一种二分滤波器。通常，它的低通和高通幅频特

性是关于π／２对称的，即截止频率为π／２。从原

理上说，它需要根据要求制定分解层数，由分解层

数决定其总的幅度传输特性，进而得到不同滤波

器结果。就单层分解滤波结果而言，根据图３中

对二阶巴特沃思小波滤波器低通幅度传输特性的

分析，它与ｂｉｏｒ６．８双正交样条小波接近，因此对

同一信号分解所得结果也应该很接近。如图４

中，（ａ）是利用ｂｉｏｒ６．８对表面轮廓采样信号单层

分解且重构所得滤波结果，（ｂ）是二阶巴特沃思

小波滤波器的滤波结果，可以看出二者的结果非

常接近。

（ａ）ｂｉｏｒ６．８滤波结果

（ａ）Ｆｉｌｔｅｒｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆｂｉｏｒ６．８

（ｂ）巴特沃思小波滤波结果

（ｂ）ＦｉｌｔｅｒｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆＢｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈｗａｖｅｌｅｔ

图４　Ｂｉｏｒ６．８与巴特沃思小波滤波结果比较

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｆｉｌｔｅｒｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｂｙｂｉｏｒ６．８ａｎｄ

Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈｗａｖｅｌｅｔ

用二阶巴特沃思滤波器对一表面原始轮廓

进行多分辨率分析，即多层分解。其中，原始轮廓

总的测量长度５．６ｍｍ，采样间距为０．５μｍ。如

图５可知，随着分解层数的增加，其滤波结果逐渐

平滑，并反映了轮廓趋势，多层次的分解使得粗糙

度、波纹度、形状以及缺陷信息更加详尽的显现出

来。
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图５　巴特沃思小波多分辨率分析

Ｆｉｇ．５　ＭｕｌｔｉｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓｂｙＢｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈｗａｖｅｌｅｔ

４　巴特沃思小波获取表面中线

　　除了用巴特沃思小波对表面进行多分辨率分

析之外，还可以利用它提取表面轮廓的小波中线，

以便对表面进行参数评定。

在提取中线之前，首先要确定分解层数。滤

波器的截止特性是通过截止波长表述的，所以在

利用小波分析法提取表面轮廓中线时，首先要根

据需要确定截止波长，进而确定小波分析的分解

层数［１５］。

假设截止波长为λｃ，滤波器的截止频率为：

ωｃ＝
２π

λｃ
， （１８）

狀层小波分解的截止频率为π／２
狀，所以小波分解

的层数为

狀＝ｌｏｇ２λｃ－１， （１９）

例如：当λｃ＝１６００，则狀＝９．６４３９，狀取９。

在确定了分解层数之后，就可以用巴特沃思

小波滤波器求取表面中线。小波对数据｛犮狀犽｝每分

解一次，则数据长度减为原来一半：｛犮０犽｝（犽＝１，２，

…，２犕）分解一次成｛犮１犽｝（犽＝１，２，…，２
犕－１）和｛犱１犽｝

（犽＝１，２，…，２犕－１），若分解狀次，则数据长度减为

２犕－狀。重构过程正好相反，每一次重构则数据长

度加倍。其中，重构时需要将细节数据设为零，这

样就能重构出低通信号，即表面中线。

另外，由于小波滤波器的支撑长度有限，所以

在小波滤波器结果的边缘仍然会出现失真。而

且，由于多层分解和多层重构，其边缘效应势必会

累加起来产生更严重的边缘效应。这里给出一种

预处理方法帮助小波滤波器有效地抑制边缘效

应。

（１）首先，对待处理的轮廓数据进行修剪，使

其两端都等于０，

狔′（犽）＝狔（犽）－狔（１）－
狔（犖）－狔（１）

犖－１
（犽－１）

（犽＝１，２，…，犖）． （２０）

（２）将修剪得到的数据狔′带入到巴特沃思小

波滤波器中运算，得到狊′。运算过程中两端边界

点处各加长适当长度数据，并设置为０，对于二阶

巴特沃思小波，两端需要各加长一位数据。

（３）最后用式（２１）对狊′作还原运算，得到输

出狊，

狊（犽）＝狊′（犽）＋狔（１）＋
狔（犖）－狔（１）

犖－１
（犽－１）

（犽＝１，２，…，犖）． （２１）

为了验证二阶巴特沃思小波可用于表面中线

提取，本文利用它对一标称值犚ａ＝０．８６μｍ的表

面粗糙度多刻线样板进行了实际评定。首先利用

ＦｏｒｍＴａｌｙｓｕｒｆＳｅｒｉｅｓ２对多刻线样板进行采样，

获取原始表面轮廓数据，如图６，标准样块的纹理

为矩形方波。然后，分别用二阶巴特沃思滤波器

和高斯滤波器对表面原始轮廓滤波，并提取表面

图６　巴特沃思小波与高斯滤波器滤波结果比较

Ｆｉｇ．６　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｆｉｌｔｅｒｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｂｙＢｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ

ｗａｖｅｌｅｔａｎｄＧａｕｓｓｉａｎｆｉｌｔｅｒ
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中线。其总的采样点数仍然取１１２００，滤波器截

止波长设为０．８ｍｍ，由式（１９）可知，则小波分解

层数为９，所得表面中线如图６所示，可以看出巴

特沃思小波与高斯滤波器一样可以很好地提取粗

糙度中线。用原始轮廓减去表面中线，得到粗糙

度数据，计算出犚ａ值。表１给出了利用高斯滤波

器和二阶巴特沃思小波对样板提取中线后，计算

所得到犚ａ值，并给出了与标称值的相对误差。二

者的相对误差仅相差０．１２％，由此可知，巴特沃

思小波能够以高精度提取表面中线。

表１　用不同中线所得值

Ｔａｂ．１　Ｖａｌｕｅｃｏｍｐｕｔｅｄｂｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅａｎｌｉｎｅｓ

中线种类 高斯中线 巴特沃思小波中线

犚ａ／μｍ ０．８７４２ ０．８７５３

相对误差／％ １．６６ １．７８

以上算法使用ｍａｔｌａｂ语言编程，并在配置为

Ｐｅｎｔｉｕｍｄｕａｌ１．６ＧＨｚ和１Ｇ内存的普通ＰＣ机

上运行，完成一次巴特沃思小波表面中线提取（包

含边缘效应抑制算法）需要６０ｍｓ，而用ｂｉｏｒ６．８

完成一次中线提取至少需要０．２ｓ，可见巴特沃思

小波滤波器的运算效率比双正交样条小波的运算

效率高。

５　结　论

　　 提出以小波低通信道的幅频特性而不是单

独以分解或重构滤波器的幅频特性为依据来选择

小波滤波器。综合考虑二阶巴特沃思小波具有平

滑的截止特性和优良的低通特性，巴特沃思小波

滤波器具有双正交和零相移特性且其可采用提升

和递归结合算法来加快小波变换速度，本文提出

并实现了利用巴特沃思小波进行表面形貌分析，

并利用其建立工程表面轮廓中线。实验表明，二

阶巴特沃思小波滤波器能够快速准确地实现表面

轮廓的多尺度分析，稳定可靠地提取表面轮廓中

线。在普通计算机上提取一次表面中线仅耗时

６０ｍｓ，其计算效率比双正交样条小波高；利用巴

特沃思小波中线所得犚ａ 的相对误差与高斯中线

结果仅相差０．１２％，精度很高。
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